
Тема 6. Важнейшие предельные теоремы 

6.1. Независимость событий и случайных величин 

Определение. Условной вероятностью события A  при условии события B  называется 
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где предполагается, что .0)( BΡ  

Пример 1.  Из колоды, состоящей из 36 карт, наудачу выбирается одна карта. Рассмотрим события 

A    {вынута пика} и B    {вынута пика или трефа или бубна}. Тогда 
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Определение. Событие A  не зависит от события B,  если ,)()|( ABA ΡΡ   что (при )B 0)( Ρ

равносильно условию 
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которое симметрично относительно A  и B.  Его и будем считать определением независимости 

событий  A  и B,  пригодным даже в случае 0A )(Ρ
 
или .)( 0B Ρ  

Не перепутайте независимые события с несовместными, т. е. с непересекающимися множествами!   

Например, событие A    {вынута пика} и событие C    {вынут туз} являются независимыми:  

)( CAΡ 1/36,        )(AΡ  9/36   1/4,        )(CΡ  4/36   1/9,       1/36   (1/4) · (1/9). 

Однако если добавить в колоду джокера (карту без масти и наименования), то эти события уже 

станут формально зависимыми: 1/37   (4/37) · (9/37). 

Теперь определим понятие независимости для случайных величин. Оно играет определяющую 

роль в теории вероятностей, выделяя вероятностные задачи из проблем теории меры и 

математического анализа. Даже существует такое шуточное определение: 

теория вероятностей  =  теория меры  +  независимость. 

Определение. Дискретные случайные величины X
 
и Y

 
называются независимыми, если для любой 

пары их значений ),( ji yx  выполняется равенство 
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Это равенство также означает, что совместное распределение получается как произведение частных. 

Иначе говоря, для произвольных чисел ix
 
и jy

 
события }{ ixX   и }{ jyY   являются независимыми.  

Пример 2. Пусть в урне находятся m занумерованных шаров. Шары с номерами 1, 2, … , l белого 

цвета, а остальные шары ― чёрного. Наудачу с возвращением извлекают шары. Появление белого 

шара назовём «успехом», чёрного ― «неудачей». Тогда доля белых шаров в урне mlp /  задаёт 

вероятность «успеха» при каждом извлечении шара. Положим .pq  1  



Определим случайную величину 1L  как число извлечений до первого «успеха» (включительно) 

и случайную величину 2L  как число извлечений после первого до второго «успеха» (включительно). 

Каждая из случайных величин может принимать счётное множество значений: 1, 2, … . Нетрудно 

понять, что совместное распределение случайных величин 1L  и 2L  имеет вид 
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Суммируя эти вероятности по j  от 1 до ∞ и учитывая, что сумма всех вероятностей 

геометрического распределения равна 1, находим частное распределение случайной величины  :1L  
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Аналогично получаем, что .)( pqjL j 1
2

P  Заметим, что для произвольных i  и j  верно равенство 

),()(),( jLiLjLiL  2121 PPP
 

что и доказывает независимость случайных величин 1L  и .2L  

Независимость дискретных случайных величин без труда обобщается на n-мерный случай. 

Определение. Дискретные случайные величины 
nXX ,,1  

называются независимыми, если для 

произвольного набора их значений 
nxx ,,1  выполняется равенство 
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Пример 3. Обобщим пример 2. Определим случайную величину 
iL  как число извлечений от 

го-)( 1i  «успеха» (исключительно) до го-i  «успеха» (включительно). Суммируя совместные 

вероятности как в примере 2, получим, что каждая случайная величина 
iL  имеет геометрическое 

распределение, и случайные величины 
nLL ,,1  являются независимыми. 

Пример 4. В условиях примера 2 обозначим через kI  индикатор «успеха» при k-м извлечении шара. 

Легко проверить, что ,)( pIk 1P  .)( qIk  0P  Эти два равенства можно записать одной формулой:  

                                                                                      
,)( xx
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где переменная x  принимает только значения 0 или 1. Случайные величины ,, 21 II
 
называют 

испытаниями Бернулли с вероятностью «успеха» p
 
или, кратко, схемой Бернулли. 

Докажем, что испытания Бернулли nII ,,1  являются независимыми случайными величинами. 

Действительно,  
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Теперь дадим определение независимости случайных величин nXX ,,1  
в общем случае.  

Определение. Компоненты случайного вектора ),,( nXX 1X
 
называются независимыми, если 

для произвольных действительных чисел nxx ,,1  выполняется равенство 
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Пример 5. Пусть точка ),,( nYY 1Y  выбирается наудачу в n-мерном единичном кубе [0, 1]n.  Тогда 

для 1010 1  nxx ,,  совместная функция распределения .),,( nn xxxxxF   211Y
 При этом 

.),,,,,,()( iiiY xxFxF
i

 1111 Y  

Следовательно, каждая случайная величина 
iY  имеет равномерное распределение на отрезке [0, 1],        

и случайные величины nYY ,,1  независимы. 

Критерием независимости компонент случайного вектора ),,,( nXX 1X
 

имеющего 

плотность ),,,( 1 nxxf X  служит выполнение для произвольных чисел nxx ,,1   равенства 
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Здесь )(xf
iX   обозначает плотность случайной величины .iX  

Пример 6. Пусть случайные величины nTT ,,1   одинаково распределены по показательному закону 

с параметром 0
 
и независимы. Тогда их совместная плотность задаётся формулой 
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где AI  обозначает индикатор множества A. 

Свойства независимых случайных величин 

1) Пусть nXX ,,1  — независимые случайные величины, f  и g
 
— непрерывные функции от k  и kn

 
 

переменных соответственно. Тогда случайные величины ),,( 1 kXXfY   и ),,( 1 nk XXgZ 
 
также 

являются независимыми. 

2) Если случайные величины X
 
и Y  с конечными математическими ожиданиями независимы, то 

Y.XXY MMM   

Это свойство можно переформулировать так: ковариация независимых случайных величин равна 0. 

Обратное утверждение неверно (см. задачу 6.1). 

3) Если случайные величины с конечными дисперсиями nXX ,,1  независимы, то 

.)( 11 nn XXXX DDD    

Это важное свойство вытекает из предыдущего свойства и свойства 3 ковариации из темы 5.  

Вопрос 1. Как с помощью свойства 3 найти дисперсию суммы n  испытаний Бернулли nII ,,1 ?  



6.2. Формулы свёртки  

Формулы свёртки позволяют вычислять распределение суммы независимых случайных величин. 

Сначала рассмотрим дискретный случай. Пусть дискретные случайные величины X
 
и Y

 
независимы, 

обозначим .YXZ   Тогда распределение случайной величины Z  вычисляется с помощью 

дискретной формулы свёртки: 
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Доказательство. Используем счётную аддитивность вероятности и определение независимости: 
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Пример 7. Пусть 1I  и 2I  — испытания Бернулли из примера 4. Найдём распределение :21 IIZ   

).()()()()( 122

1

0
21  



kIpkIqikIiIkZp
i

k PPPPP  

Отсюда для возможных значений 0, 1, 2 случайной величины Z  находим: .,, 2
21

2
0 2 pppqpqp   

Это распределение ― частный случай для n = 2 биномиального закона (см. пример 2 из темы 2). 

Вопрос 2. Какое распределение имеет случайная величина: а) ;21 II   б)  ?21 2II   

Теперь  рассмотрим случай, когда случайные величины X
 
и Y

 
независимы и имеют плотности 

)(xfX
 
и )(xfY  соответственно. Тогда YXZ   имеет плотность,  которая вычисляется согласно 

формуле свёртки для плотностей: 

                                                                              
.)()()( dxxzfxfzf YXZ  




                                                                      

(2) 

Отметим, что справа в формуле (2) стоит несобственный интеграл, зависящий от параметра .z   
В явном виде его удаётся взять только для некоторых простых плотностей. 

Пример 8. Пусть случайные величины X  и Y  независимы и равномерно распределены на [0, 1]. 

Найдём, какими формулами задаётся плотность YXZ 
 
на разных промежутках действительной 

оси. Согласно формуле (2) имеем:
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Отсюда видим, что 0)(zfZ  при 0z  и 2z  (это понятно и без вычислений, поскольку Z  принимает 

значения только из отрезка [0, 2]). Далее, для случая 10  z  находим: 
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Наконец, для случая 21  z  вычисляем: 
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График плотности )(zfZ  
имеет треугольный вид (рис. 1).  

 

 

 

 

Рис. 1 

6.3. Закон больших чисел  

Одной из классических проблем теории вероятностей является изучение поведения при n

распределения суммы 
nn XXS  1  

независимых и одинаково распределённых слагаемых. 

Сложность проблемы связана с невозможностью явного вычисления n-кратных свёрток для 

произвольной плотности ).(xfX  Если слагаемые 
iX  положительны, то интуитивно понятно, что 

.nS  С какой скоростью растёт сумма 
nS  при увеличении числа слагаемых ?n  В среднем она 

растёт как ,1XnSn MM 
 
т. е. линейно по .n

  
Для обеспечения стабилизации разделим сумму 

nS  на .n  

Получим приближённое равенство ./ 1XnSn M
 
В дальнейшем будем использовать стандартное 

обозначение nX
 

для среднего арифметического ./)( nXX n1  
Как вместо приближённого 

равенства 1XX n M  сформулировать строгое утверждение? Ответ даёт следующая теорема.  

Закон больших чисел. Пусть ,, 21 XX  — независимые и одинаково распределённые случайные 

величины с математическим ожиданием .1XM  Тогда для любого действительного числа 0  

                                                                  0 )||( nXP     при .n                                                           (3) 

Иначе говоря, распределение случайной величины nX  с ростом n «стягивается» к константе .1XM

Утверждение (3) называется сходимостью по вероятности последовательности nX  к константе .  

Вопрос 3. Положим .2

1XD  Как выразить через   стандартное отклонение ?nXD
 
 

Предположим, что проводятся многократные независимые измерения iX
 
в одних и тех же 

условиях некоторого показателя   со случайными ошибками ,iE  т. е. .ii EX    Ошибки обычно 

можно рассматривать как независимые и одинаково распределённые с .0iEM  По закону больших 

чисел при увеличении числа измерений n  погрешность среднего арифметического ||  nn X
 

будет по вероятности стремиться к нулю («семь раз отмерь, один — отрежь»). 

6.4. Центральная предельная теорема 

Какова типичная величина абсолютной погрешности ,n  если число измерений n велико? 

Оказывается, n  имеет тот же порядок малости, что и стандартное отклонение ,nXD  т. е. .nconst  

Более точный ответ даёт 

1 2 0 
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2 

z 



Центральная предельная теорема. Пусть ,, 21 XX
 
— независимые и одинаково распределённые 

случайные величины с математическим ожиданием 1XM  и дисперсией .2  10 XD  Тогда 

для произвольных действительных чисел ba   имеет место сходимость при n  
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(4) 

Сходимость (4) можно также записать в терминах сумм :nn XXS  1   
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Определение. )(xΦ  из (4) называется функцией распределения стандартного нормального закона. 

Случайная величина Z
 
с такой функцией распределения называется стандартной нормальной.  

Известно, что )(xΦ  нельзя выразить через элементарные функции в виде явной формулы.       

Её производная 

2/2

2
)()( xexxΦ 




1
 

имеет форму «колокола». Величины некоторых площадей под графиком )(x  показаны на рис. 2.    

 

Рис. 2 

Видим, что 0,997,33  )()( ΦΦ  поэтому стандартную нормальную случайную величину ,Z  

имеющую )(xΦ  в качестве функции распределения, можно считать практически ограниченной.  

Поскольку 0,95,22  )()( ΦΦ  можно утверждать, что для достаточно больших n погрешность 

||  nn X  не будет превышать величину n2  с вероятностью приблизительно равной 0,95. 

Действительно, в силу центральной предельной теоремы имеем: 

      .)()()(|| 0,95222222  ΦΦnXnXn nnn  PPP

 

Этот результат называют «правилом двух сигм». 

Определение. Если случайная величина Z  имеет стандартное нормальное распределение, то 

случайная величина ZX    называется нормально распределённой с параметрами   и 0  

(обозн. ).,(~ 2NX  Легко проверить, что ,XM  ,2XD  плотность ./)/)(()(   xxfX  

68% 
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6.5. Теорема Пуассона (закон редких событий) 

Напомним условия примера 1 из темы 2: «Среди m экзаменационных билетов l — лёгкие,             

n студентов по очереди наудачу с возвращением берут билеты». Пусть 
nS  ― общее число лёгких 

билетов, вынутых всеми n студентами. В примере 2 из темы 2 было установлено, что случайная 

величина 
nS

 
имеет биномиальное распределение:  

,)()( inii

nn ppCiS  1P
 
где ;,,, ni 10  mlp /  ― доля лёгких билетов.  

Как можно приближённо вычислить биномиальные вероятности ,)( iSn P  если параметр p
 

очень мал (скажем, )0,01p , а параметр n, напротив, довольно велик (скажем, 100)n ? Проблема 

заключается в том, что в таком случае в биномиальном коэффициенте 
i

nC
 
будут присутствовать 

факториалы больших чисел, а величины 
ip  будут крайне малы даже при умеренных значениях .i  

Пусть .pn  Предположим, что число 
 
не слишком велико (скажем, .10)  Тогда при 

фиксированном значении i  для вероятности )( iSn P  можно использовать приближение 
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теоретическим обоснованием которого служит 

Теорема Пуассона. Если целое 0i
 
фиксировано, ,0,0)(,  pnnpn  то   .
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поскольку ,)ln(  pn 1   а выражение в квадратных скобках  
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nn
  так как каждый сомножитель стремится к 1. 

Следующая таблица показывает точность пуассоновского приближения при n = 100 и  p = 0,01: 

i  0 1 2 3 4 

)( iSn P  0,366 0,370 0,185 0,061 0,015 

!/ iei    0,368 0,368 0,184 0,061 0,015 

 

Пример 2. Вычисление страхового тарифа. Согласно статистике, накопленной страховой компанией, 

вероятность угона в течение года автомобиля определенной марки 0,0123.p  Из 500n  

страхуемых машин в следующем году предположительно будет угнано 6,15pn  автомобилей. 

Поскольку вероятность отдельного угона мала, а угоны предполагаются независимыми, то можно 

использовать пуассоновское приближение для распределения числа ожидаемых угонов .K  

Проблема состоит в определении величины страхового процента ,  компенсирующего 

убытки в случае неожиданно большого числа угонов. Пусть C   ― средняя цена автомобиля данной 

марки, и в случае угона она выплачивается владельцу полностью. Тогда доход страховой компании 

равен ,Cn  а страховые выплаты составят сумму .CK   



Зададим коэффициент значимости   — малую вероятность, которой мы готовы пренебречь 

(скажем, положим 0,05),  и вычислим значение   из условия  

.)()(   nKCnCK PP  

В частности, для приведённых выше значений p  и ,n  используя встроенную в программу  Excel 

функцию ПУАССОН (POISSON), находим, что .)( 0,0510 KP  Отсюда 10n  или ./ 2%50010   

6.6. Дивергенция Кульбака ― Лейблера, перекрестная энтропия, взаимная информация 

В заключение познакомимся с некоторыми полезными терминами из теории информации.        

В статье Kullback S., Leibler R. «Оn Information and Sufficiency» (1951) было предложено важное 

понятие, характеризующее степень различия между двумя вероятностными распределениями.  

Определение. Дивергенция Кульбака ― Лейблера между набором вероятностей ),,,,( 21 nppp p  

,1 ip
 
и набором вероятностей  ),,,,( 21 nqqq q   ,1 iq  задаётся следующей формулой: 
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(5) 

Дивергенцию Кульбака ― Лейблера  также называют относительной энтропией (relative entropy). 

(Напомним, что обычная энтропия )( pH
 

была определена ранее в разделе 2.5 темы 2.) 

Строго говоря, )( qp,D
 

не является расстоянием между p  и .q  Во-первых, дивергенция не 

симметрична: вообще говоря, ).()( pqqp ,D,D   Во-вторых, для неё не выполнятся неравенство 

треугольника: )()( 3221 pppp ,D,D   может быть меньше, чем ).( 31 pp ,D  Однако всегда 0,)( qp,D
 причём можно доказать, что 0)( qp,D

 

тогда и только тогда, когда p
 
и q  совпадают. 

Определение. Перекрёстной энтропией (cross-entropy) между p  и q называется 
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(6) 

Из определения энтропии )( pH  и формулы (5) вытекает тождество 

).()()( qppqp ,DH,H   

Из него следует, что если требуется найти в некотором классе моделей набор вероятностей ,q  

ближайший в смысле дивергенции Кульбака ― Лейблера к заданному набору вероятностей ,p  то 

достаточно будет минимизировать функцию )( qp,H  по аргументу .q  

Определение. Взаимной информацией (mutual information) между дискретными случайными 

величинами X  и Y  называется 
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Здесь .)(,)(),,(  
i

ijjj

j

ijiijiij pyYqpxXpyYxXr PPP   



Таким образом, )( YX,I  представляет собой дивергенцию Кульбака ― Лейблера между 

совместным распределением случайных величин YX ,  и совместным распределением независимых 

случайных величин YX
~

,
~

 с теми же самыми частными распределениями. Иначе говоря, )( YX,I  ― 

мера зависимости X  и .Y  В отличие от ковариации взаимная информация используется как 

характеристика не только линейной, но и произвольной связи случайных величин. Согласно 

определению 0)( YX,I  для независимых случайных величин. Нетрудно убедиться, что 

,)()( pHXX,I   поэтому энтропию )( pH  также называют self-information. 

Понятие взаимной информации легко обобщается на случай нескольких случайных величин.     

В частности для трёх случайных величин ZYX ,,   
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Приведём пример использования понятия энтропии в теории кодирования информации и 

лингвистике из книги Лагутин М. Б. «Наглядная математическая статистика» (с. 173): 

 

 

«Рассказывают, что, создавая свой код, Морзе отправился в ближайшую типографию и подсчитал 

число литер в наборных кассах. Буквам и знакам, для которых литер в этих кассах было припасено  

больше, он сопоставил более короткие кодовые обозначения». 

                          Аршинов М. Н., Садовский А. Е. «Коды и математика»  



 

 

 

 

 



 

Литература 

 

Задачи для решения на занятии 

1) Из урны, содержащей 4 занумерованных шара, извлекают наудачу 2 шара. Пусть iN  — номер i-го 

шара, i = 1, 2. Являются ли случайные величины 1N  и 2N  независимыми, если шары извлекаются: 

а) с возвращением;  б) без возвращения? 

2) Доказать, что если событие A  не зависит от события B,  то: 

а) A  не зависит от ;B   б) A  не зависит от .B  (Указание. Используйте аддитивность вероятности.) 

3) Пусть ,, 21 II
 
— испытания Бернулли с вероятностью «успеха» p. Какое распределение имеет 

случайная величина:  а) ;4 21 IIX 
   
б) ?3 21 IIY   Постройте график функции распределения. 

 

Домашнее задание 

Если первая буква вашей фамилии находится в диапазоне: 

«А – E», то «своими» являются задачи 6.1 и 6.5; 

«Ж – М», то «своими» являются задачи 6.2 и 6.6; 

«Н – Р», то «своими» являются задачи 6.3 и 6.7; 

«С – Я», то «своими» являются задачи 6.4 и 6.8. 

6.1) Пусть случайная величина X  принимает значения  ,2/,0  с вероятностями 1/3 каждое. 

Доказать, что случайные величины XY sin  и XZ cos
 
некоррелированы, но зависимы. 

6.2) Найти формулу плотности суммы двух независимых и одинаково распределённых 

показательных случайных величин с параметром .  (Указание. Используйте формулу (2).) 

6.3) Пусть случайные величины 1N  и 2N  независимы и имеют пуассоновские распределения               

с параметрами   и 
 
соответственно. Найти без знака суммы распределение случайной величины 

.21 NN   (Указание. Используйте формулу (1) и бином Ньютона.) 

6.4) Доказать свойство 2 независимых случайных величин в дискретном случае. 

6.5) Пусть p = 0,002 — вероятность того, что изделие окажется бракованным. Найти приближённо       

с помощью теоремы Пуассона вероятность, что в партии из 1000 изделий будет не более трёх 

бракованных. (Указание. Просуммируйте вероятности и примените к ним теорему Пуассона.) 



6.6) На фабрике 100 станков. С вероятностью 0,2 станок находится в ремонте. Из расчета на какое 

количество станков надо подавать энергию, чтобы с вероятностью 0,975 все исправные станки могли 

работать? (Указание. Примените центральную предельную теорему.) 

6.7) Случайные величины 1T  и 2T  имеют одинаковое показательное распределение с параметром .  

Найти формулу и построить график плотности случайной величины .21 TT 
   
(Указание. Найдите 

формулу для плотности случайной величины 2T  и используйте формулу (2). Рассмотрите два случая: 

)0и .0  zz  

6.8) Случайные величины 1Y  и 2Y  имеют равномерное распределение на отрезке [0, 1] и 

независимы. Найти формулу и построить график плотности случайной величины .21 YY 
            

(Указание. Найдите формулу для плотности случайной величины 2Y  и используйте формулу (2). 

Рассмотрите два случая: 1.)0и01  zz  


