
Тема 5. Многомерные распределения 

5.1. Пара случайных величин, совместные и частные распределения 

Сначала рассмотрим дискретный случай.  

Определение. Совместным распределением двух дискретных случайных величин X
 
и Y

 
называется 

набор всевозможных пар их значений ),( ji yx ; ;,,;,,  2121  ji  и набор соответствующих 

вероятностей ),,( jiij yYxXp P  где .1
i j

ijp

 

Можно представлять, что над каждой точкой 

плоскости с координатами ),( ji yx  возвышается столбик высоты ijp  (рис. 1). 

 

Рис. 1 

Совместное распределение дискретных случайных величин с конечным числом значений 

удобно задавать таблицей следующего вида: 
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Пример 1. Симметричная монета бросается дважды. Здесь ),,( 21ω ii  ki 0 или 1. Тогда |Ω| = 4. 

Положим .)(,)( 2121 ωω iiYiiX   Несложно убедиться, что таблица, задающая совместное 

распределение случайных величин X и Y, выглядит так (почему?): 
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Определение. На основе совместного распределения согласно свойству счётной аддитивности 

частные распределения случайных величин X и Y  вычисляются, соответственно, по формулам 
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Если совместное распределение случайных величин X
 
и Y

 
задано таблицей, то для вычисления 

частного распределения случайной величины X ),(Y  следует просуммировать вероятности ijp
                   

по строкам (по столбцам) этой таблицы.  



В общем случае совместное распределение случайных величин X
 
и Y

 
задаётся с помощью 

совместной функции распределения  

                                                                             
),,(),(, yYxXyxF YX P                                                                  (2) 

где аргументы x
 
и y

 
принимают произвольные действительные значения. 

На основе функции ),(, yxF YX  частные функции распределения случайных величин X
 
и Y

 

согласно свойству непрерывности вероятностной меры вычисляются, соответственно, по формулам 
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Пример 2. Пусть X
 
и Y

 
― координаты точки, выбранной наудачу из квадрата [0, 1]2. Тогда при 

1 x0  и 1 y0
 
совместная функция распределения задаётся формулой .),(, xyyxF YX   

Напомним, что для произвольной случайной величины X  и любых чисел ba 
 
верна формула 

).()(]),(( aFbFbaX XX P
 

 Эту формулу можно обобщить на двумерный случай:  

).,(),(),(),(]),(],(),(( ,,,, caFdaFcbFdbFdcbaYX YXYXYXYX P  

Умея вычислять вероятности попадания произвольного случайного вектора ),( YX
 
в любые 

прямоугольники на плоскости со сторонами, параллельными координатным осям, можно найти 

вероятности попадания более сложные множества, например, в треугольник }.1,0,0{  yxyx
  

Этот треугольник можно представить как счётное объединение непересекающихся квадратов (рис. 2) 

и воспользоваться аксиомой счётной аддитивности вероятностной меры из темы 3. 

 

Рис. 2 

В непрерывном случае также имеется другой способ вычисления вероятностей попадания 

случайного вектора ),( YX  в произвольные множества на плоскости. Этот способ базируется на 

понятии совместной плотности распределения. 

Определение. Если для функции 0),(, yxf YX
 
и произвольного множества ,A

 
имеющего площадь, 

выполняется представление 

                                                                  ,),()),(( ,
A

A dydxyxfYX YXP                                                             (4) 

то говорят, что случайные величины X
 
и Y

 
имеют совместную плотность распределения ).,(, yxf YX

 

Иначе говорят, что случайный вектор ),( YX  имеет плотность распределения ).,(, yxf YX  Слово 

«распределения» часто опускают ради краткости.  



Что означает интеграл в правой части формулы (4)? Его геометрический смысл — объём 

цилиндра над множеством ,A  ограниченного сверху «шапочкой», высекаемой этим цилиндром из 

поверхности, заданной уравнением ),(, yxfz YX  (рис. 3). 

 

Рис. 3 

Формально этот интеграл определяется так:  

                                                         

,dyxfdydxyxf
ji yx

njiYX
n

YX 





AA ),(

,, ),(lim),(

                                                 

(5) 

где ),( ji yx  — середины квадратных ячеек со сторонами длины ,1 n/  попавшие внутрь множества A

(фигуры, ограниченной замкнутым контуром на рис. 4), 2/ ndn 1
 
— площадь отдельной ячейки. 

 

Рис. 4 

На рис. 5 изображены две плотности: простая одновершинная и сложная многовершинная. 

                          

Рис. 5 

Если плотность случайного вектора ),( YX  существует, то её можно вычислить по формуле 

                                                                     .),(),( ,, 
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В частности, случайный вектор ),( YX  из примера 2 с функцией распределения xyyxF YX ),(,  
 

на квадрате [0, 1]2 согласно формуле (6) имеет плотность 2],[, ),(
10

Iyxf YX   ― индикатор [0, 1]2.  

Частные плотности компонент случайного вектора ),( YX
 
вычисляются согласно формулам  

                                                   ,),()(,),()( ,, dxyxfyfdyyxfxf YXYYXX 








                                          (7) 

которые являются непрерывными аналогами формул (1). 

5.2. Ковариация и коэффициент корреляции 

Важнейшими характеристиками силы связи (зависимости) случайных величин X
 
и Y  служат 

ковариация ),( YXсov
 
и коэффициент корреляции ).,( YXρ  Приведём определяющие их формулы: 

                                                 .))((),( YXXYYYXXYX MMMM)(MMсov                                       (8) 

                                                                      .),(),( YXYXYX DDсovρ                                                            (9)                          

Вопрос 6. Как доказать второе равенство в формуле (8)? 

XYM  для дискретного случайного вектора ),( YX
 
вычисляется по формуле 
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Для случайного вектора ),,( YX
 
имеющего плотность ),,(, yxf YX  

                                                                          

.),(, 








 dydxyxfxyXY YXM

                                                                  

(11) 

В силу неравенства Коши — Буняковского — Шварца 

 
                                                                                  

22 YXXY MMM ||                                                                           (12)
 

для коэффициента корреляции выполняется неравенство 

.|),(| 1YXρ  

Для доказательства достаточно подставить в формулу (12) случайные величины XX M  и .YY M  

Пусть ,bXaY   где a
 
и b

 
— константы. Если ,0b

 
т. е. если X  и Y  положительно линейно 

связаны, то 1.),( YXρ
 
Если ,0b

 
т. е. если X  и Y  отрицательно линейно связаны, то .),( 1YXρ  

Таким образом, для линейно связанных случайных величин в неравенстве  11  ),( YXρ
 

достигаются границы. При значениях 0),( YXρ  линейная связь между X  и Y  слабая или вообще 

отсутствует. 



Свойства ковариации 

1) ),,(),( YXbddYcbXa сovсov   где dcba ,,,  — любые константы. 
 

2) ),,(),( YXdYcbXa ρρ   если 0b  и .0d  

3) ).,()( 1 ji

nji

n

i

in XXXXX 
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Свойство 2 выражает инвариантность коэффициента корреляции к преобразованиям сдвига-

масштаба шкал измерений показателей X
 
и .Y  Свойство 3 является наиболее важным. Присутствие 

ковариации в этой формуле в значительной степени объясняет появление понятия «ковариация». 

5.3. Случайные векторы, совместное распределение компонент, матрица ковариаций 

Понятия совместного распределения, функции распределения и плотности без труда 

обобщаются с двумерного случая на n-мерный. 

Определение. Вектор ),,( nXX 1X , компонентами которого являются случайные величины,  

называется n-мерным случайным вектором. 

Определение. Распределением дискретного случайного вектора ),,( nXX 1X  называется набор 

всевозможных значений nxx ,,1
 
его компонент и набор соответствующих вероятностей 

).,,( nn xXxX  11P   

Пример 3. Пусть ),,,( niii 21ω 
 
— случайная перестановка чисел от 1 до n, |Ω|  n!. Рассмотрим 

.)( ωω X Тогда .!/),,( niXiX nn 111  P  

Как задаётся распределение случайного вектора в общем случае? Для произвольных действи-

тельных чисел nxx ,,1  
рассмотрим множество 
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 }.)(:{})(,,)(:{                                       (13) 

Ввиду того, что iX  — случайные величины, множества })(:{ ii xX ωω  являются событиями. Поэтому 

их пересечение, стоящее в правой части формулы (13), также является событием ввиду замкнутости 

класса событий относительно операции пересечения (см. раздел 3.1). Следовательно, вероятность  

),,( nn xXxX  11P  определена для произвольных действительных чисел .,, nxx 1  

Определение. Функция n переменных 

),,(),,( 1 nnn xXxXxxF   11PX  

называется функцией распределения n-мерного случайного вектора .X  

Определение. Плотность 0),,( 1 nxxf X  
n-мерного случайного вектора X  определяется как  такая 

функция, что для произвольного n-мерного множества ,A
 
имеющего n-мерный объём, выполняется 

представление 

 .),,(...)( 11 nn dxdxxxf XX
A

AP  



Пример 4. Обобщим пример 1 из темы 2, в котором было определено биномиальное распреде-

ление. Пусть в урне находятся 1l  занумерованных шаров 1-го цвета, 2l  занумерованных шаров 2-го 

цвета,   , kl  занумерованных шаров цвета k-го цвета, причём .mll k 1  Из урны наудачу               

с возвращением выбираются n  шаров. Тогда |Ω| .nm  Определим случайную величину jX
 
как число 

шаров  j-го цвета среди n  выбранных шаров, .,, kj 1   

Найдём распределение дискретного случайного вектора ),,( nXX 1X  т. е. подсчитаем 

),,( kk iXiX  11P
  
для произвольных целых неотрицательных чисел ,,, kii 1  где .nii k 1  

Выбрать среди n  мест подмножество из 1i  мест для шаров 1-го цвета можно 
1i

nC  способами. 

Для каждого из этих мест имеется 1l  вариантов выбора номера шара 1-го цвета. Итого ― 11

1
ii

n lC  

вариантов. Далее, выбрать среди )( 1in   оставшихся мест подмножество из 2i  мест для шаров 2-го 

цвета можно 
2

1

i

inC 
 
способами. Для каждого из этих мест имеется 2l  вариантов выбора номера шара   

2-го цвета. Итого ― 22

1 2
ii

in lC   вариантов. Продолжая аналогично и перемножив количества вариантов 

для всех k  цветов, получим: 
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Выражая числа сочетаний через факториалы и используя обозначения ,mlp jj /  находим:
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Перекрёстно сокращая факториалы (штриховые линии в формуле сверху), окончательно выводим: 
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(14) 

Определение. Формула (14) задаёт полиномиальное распределение (multinomial distribution).         

Биномиальное распределение является его частным случаем при 2.k  

В частности, если ,/ kpp k 11   то получаем распределение количеств попаданий в ящики  

при размещении наудачу n  занумерованных шаров по k  ящикам (см. рис. 1): 
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В заключение обобщим понятия математического ожидания и дисперсии на векторный случай. 

Математическим ожиданием случайного вектора X  называется n-мерный числовой вектор 

).,,( nXX MMM 1X  Аналогом дисперсии является квадратная ковариационная матрица )(Xсov
 

размерности ,nn x
 
элементами которой служат ).,( ji XXсov  Ковариационная матрица симметрична. 

На её главной диагонали располагаются дисперсии компонент .,,1),,( niXXX iii сovD  


